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Δίνεται η εξίσωση : μονη 
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Να εξεταστεί υπό ποίες προὐποθέσεις η εξίσωση έχει πραγματικές 


ρίζες και πόσες. 


Απάντηση : 


Με την βοήθεια του λογισμικού πιαίπεαά , κατασκευάζω τις συναρτήσεις 
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Η πρώτη εικόνα που λαμβάνω προσαρμόζοντας και τα όρια για το χ και 


για το ψ μεταξύ --Ι0 και 10 είναι η παρακάτω: 
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Ἐικόνα 1: Η πρώτη εντύπωση και η συνακόλουθη εικασία που κάνουμε, είναι 
ότι για άρτιο ν δεν έχω ρίζα, ενώ για περιττό ν έχω ακριβώς µία. Μάλιστα 
φαίνεται παραδόξως να είναι η ίδια . πράγµα που δεν συμφωνεί µετην 
μαθηματική µας διαίσθηση. αφού κάθε µία εξίσωση προκύπτει από την 
προηγουµένη δια προσθέσεως ενός νέου όρου . Γι΄αυτό κάνουμε τοπική 


μεγέθυνση. 
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Ἐικόνα 2: Μετην επιλογή «Ζούμ» δεν αίρεται η αρχική µας εντύπωση περί της 
µιας κοινής ρίζας για όλα τα πολυώνυµα περιττού βαθμού, αλλά βεβαίως, αν 
υπάρχει αυτή η κοινή ρίζα, είναι έστω ρ «ο. Αλλά αυτό απορρίπτεται. 
Πράγματι, αν υπάρχει κοινή ρίζαη ρ. λ.χ. για ν--3 και για ν-» τότεθα 
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«άτοπο»., διότι --5/4---1.25 ενώ η επιλογή «άχνος» µας δίνει για ψ 


(περίπου) {ίσο µε μηδέν χΞ-1.16. 


Παρ΄όλα ταύτα, δεν είναι ισχυρή η ένδειξη, γι αυτό προβαίνουµε σε 


μεγαλύτερη μεγέθυνση: 
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Ἐικόνα 3: Τώρα καθίσταται σαφές ότι οι ρίζες είναι διακριτές. πάρα πολύ 


«κοντά» αλλά διαφορετικές για κάθε πολυώνυµο. 


Ἐικόνα 4: ακόµα και για πολύ µεγάλες τιµές λ.χ. νζ42 . νΞ4» έχουµε την ίδια 


συμπεριφορά. 


1.278 























--0.659 


1.639 Χ 0.677 


Εικόνα 5: Για ν-17. και για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο. έχω το πιο πάνω διάγραµµα. Η 
{(9Ξ0 έχει µία λύση . διότι η πρώτη παράγωγος (γαλάζια) είναι θετική για κάθε πραγµατικό 
αριθµό και ὡς γνησίως μονότονη στο Ε θα έχει µία µόνο λύση. Το σηµείο μηδενισμού της 


δευτέρης παραγώγου (πράσινης) µας δίνει το σηµείο καμπής στην {(α) 


{(κ) 


 ρυᾷ 


Εικόνα 6: Για ν-42 και για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο έχω τα παραπάνω διαγράµµατα. 


Εδώ δεν έχω λύση διότι 42 άρτιος 
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Εξετάζω δύο περιπτώσεις όπως και προηγουμένως: 
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Για την πρώτη περίπτωση βρίσκω πρώτη και δεύτερη παράγωγο: 
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Για καλύτερη αλγεβρική επεξεργασία . η (1) µπορεί να πάρει την µορφή 
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Δηλαδή, το ἐελάχιστο της συνάρτησης {ΠΧ) µε πεδίο ορισμού το Κ., είναι 
θετικό. 


Άρα η Πκ) δεν μηδενίζεται στο ξ και άρα δεν έχει πραγματικές ρίζες. 


Εξετάζουµεττις περιπτώσεις για ν-2ρ3{1 

Τότε 

(0-0 

Χ |-] «(1-5 Ι.διοτι Γ (1) -- ν) 

χΞΙ (απορρίπτεται λόγω της προηγούμενης συνθήκης) 

Δηλ. δεν έχω ακρότατα.., ενώ ὡς πολυωνυµική είναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη σε ολόκληροτοκΚ. 

Από αυτό μπορούμε να συνάγουµε ότι θα είναι μονότονη Και µη σταθερή 
. άρα θα τέμνει τον άξονα των χχ' και θαέχω µία ρίζα. 


Αυτό µπορεί να αποδειχθεί και µε άλγεβρα επιλύοντας την ανίσωση 
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Και έχω τον παρακάτω πίνακα: 
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Από όπου λαμβάνουμε ότι η πρώτη παράγωγος είναι θετική στο ΕΚ. άρα 


η Γείναι γνησίως αύξουσα και θα έχει µία ακριβώς πραγματική ρίζα. 


Ακριβέστερος εντοπισμός τῶν ριζών 
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Ἐπομένως, 10) {-2)«0 και η Ε είναι συνεχής και παραγωγήσιµη. Άρα µε 
βάση το Θεώρημα του ΒοἱΖαπο , υπάρχει ρίζα ανάµεσα στο --2 καιτο 


και όπως έχουµε ήδη δείξει είναι μοναδική και πραγματική. 


Σχετικά µε την προσεγγιστική μέθοδο Νοεγγίομ --ΚαβΡΗ5οΠ 
Για να εφαρµοσθεί η μέθοδος των Νοννίοη Καρῄςοπ , θα πρέπει να 
εξασφαλισθεί ότι ανάµεσα στην ρίζα και το σηµείο εκκίνησης, δεν 
έχουµε αλλαγή καμπυλότητας. 

Εδώ, για ολόκληρη την οικογένεια κατάλληλο σηµείο εκκίνησης είναι το 
--2 και όχιτο 0. 

Κατά τα γνωστά η ακολουθία που συγκλίνει στις ρίζες της συνάρτησης 
είναι: 
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και 
Με ένα πρόγραµµα που περιέχει επαναληπτική αναδρομική εντολή, 
μπορούμε να υπολογίσουμε µε την βοήθεια Η/Υ όσους όρους θέλουµε 
από την παραπάνω ακολουθία και να υπάρχει ένα κριτήριο (αυθαίρετο) 
δια κοπής της διαδικασίας, όταν φθάσουμε στην εκ των προτέρων 
επιθυμητή ακρίβεια. Δηλαδή, µπορεί να καθορισθεί ένας εκ των 
προτέρων αριθµός βημάτων πέραν των οποίων διακόπτεται η διαδικασία 
ή εάν η διαφορά μεταξύ δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας γίνει 
μικρότερη απὀ την επιθυµητή ακρίρεια. 


Λόγου χάριν εάν 
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μ ν 4 γ-ἰ | κΙ0 , όπου υπολογίζεται η ρίζα µε προσέγγιση 


εκατομμυριοστού. 


